CAPITULO 6 


DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

fr-1 Introducclón. En el Capitulo 5 considerabamos derivadas de fundoiies 
definidas en subconjuntos de E v Nuestro propósito es. ahora, tratar de la di- 
ferenciación de funciones reales de varias variables. Quiza el modo mis sen- 
cillo de proceder es reducir la discusión al caso uni-dimensional considerando 
una función de varias variables como una función de una sola variable (cada 
variable separadamente), manteniendo fijas las demas. Esto nos conduce 
al concepto de derivada parcial, con el que el lector esti ya familiarizado por 
sa conocimiento del calculo elemental. 

Si X = (Xj, ..., x m ) es un punto en E H , e y = (y x .. y„) es otro punto 

cuyas coordenadas excepto la A-ésima son iguales a las de x, esto es, y, = 
si i k y x h ^ y k) podcmos considerar el limite 

Um 

y -n y* — * k 

Cuando este h'mite existe, se le denomina la derivada parcial de / respecto 
a la k-ésimz coordenada y se escribe D h f[x), o f k {x), o df{x)ldx k o expresiones 
pareeidas. Nosotros adoptaremos la notadón D k f(x). 

Este proceso origina pues, a partir de una fundón dada /, n funciones 
DJ, DJ, .... DJ definidas en todos los puntos de E n en los cuales existe 
el correspondiente limite. Pueden definirse las derivadas parciales latefales 
o infinitas como en el caso uni-dimensional, pero ünicamente nos interesa- 
remos por las derivadas finitas existentes en puntos interiores de ciertos 
conjuntos abiertos de E n . 

Al generalizar un concepto de E l a E n , tratamos de conservar las propie- 
dades importantes que consideramos en el caso uni-dimensional. Por ejemplo, 
en E x la existenda de la derivada en un punto x iraplica la continuidad en 
el mismo. Por tanto, parece natural el deseo de tener una nodón de deri¬ 
vada para funciones de varias variables que implique la continuidad. La 
existenda de las derivadas parciales no implica la continuidad de la fundón. 
Una fundón de n variables puede tener derivadas pardales en un punto 
con respecto a cada una de las variables y en carubio no ser continua en dicho 
punto. Consideremos cl ejemplo siguiente de una fundón de dos variables: 

l* + r- si* = 06y = 0. 

’ ,# (1, en cualquier otro caso. 
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Las dos derivadas pardales £>,/(0, 0) y DJ( 0, 0) existen. En efecto, 


DJ( 0.0) 


*-►0 ~ 0 *—*o * 


y analogamente, DJ(0, 0) = 1. Por otra parte, es evidente que esta función 
no es continua en (0, 0). 

La existenda de las derivadas pardales con respecto a cada una de las 
variables implica la continuidad con reladón a cada variable separadamente ; 
pero, como acabamos de ver, no supone la continuidad respecto a todas las 
variables simultaneamente. La dificultad en las derivadas pardales radica 
en que segün su misma definidón estamos obligados a considerar cada vez 
una sola variable. Las derivadas pardales nos dan una medida de la varia- 
ción de una función en la direcdón de cada eje coordenado. Es natural buscar 
un concepto més general de derivada a fin de que nucstras consideraciones 
no queden restringidas a la direcdón particular de los ejes coordenados y 
nos pennita estudiar la razón de incrementos en una direcdón cualquiera. 
La derivada direecional responde a tal propósito. 

Antes de introdudr la derivada direecional, deseamos hacer notar que en 
este capitulo nos limitaremos a fundones definidas en conjuntos abiertos S 
de E n , de manera que para cada punto x de S existiré un entomo N(x) c S. 
Todo punto y en N(x) podré entonces expresarse en la forma y = x -f Xu, donde 
u es un vector unitario ; es dedr. u c E m y |u| = 1. El numero X tiene un valor 
absoluto no mayor que el radio de la esfera N(x). 

6-2 La derivada direecional. 

6—1 Definición. Sea f una función real definida en un conjunto abierto 
S de E n y supongamos xc5. Sea u un vector unitario en E n . Definimos 
la derivada direecional de f en x segün la direcdón u como el numero 

DJ(x) = lim / (* f *?> - M 
x-m> * 

cuando el limite existe. 

Observemos que en el caso uni-dimensional, se reduce a la definición de /'(x) si 
tomamos U = 1. Asimismo, esta definidón incluye la derivada pardal k-ési- 
ma como un caso particular cuando como vector unitario u se torna la 
A-ésima coordenada u* (esto es, el vector que tiene nulos todos los compo- 
nentes excepto el A-ésimo que vale 1). Podemos entonces escribir D k en lugar 
de D Uk . Observemos también que si introducimos F(X) = /(x -f Xu). tenemos 
DJ(x) = F'( 0) : 

Si una función / definida en E n tiene derivada direcdonal en cualquier 
direcdón u en el punto x, en particular existen en el punto x todas las deri- 
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)0ó 


vadas pardales DJ, .... DJ. Sin embargo, el redproco no es derto. Por 
ejemplo, la fimdón / antes considerada, que tiene el valor x -}- y eu ( x, y) 
si x — 0 ó y = 0 y en los demas easos vale 1, tiene derivadas pardales finitas 
DJ(0, 0) y DJ{ 0, 0). No obstante, si consideramos cualquier otra direcdóu 
u = (a 1 , a 2 ), a x ^ 0. a 2 ^ 0, tenemos 

/(^.Xq,) - /(0.0) 1 

X X 

y esta expresión no tiende hada un limite finito cuando X -*• 0. 

Un hecho algo sorprendente es el de que una fimdón puede tener uua 
derivada direcdonal finita en cualquier direcdón en algun punto y no ser 
continua en el mismo. Por ejemplo, consideremos la fundón de dos varia¬ 
bles definida por las fórmulas 

Hx - f*y , /(* , + y , K six^O. 

“ |0, si* = 0. 

Sea u = (Oj, a t ) un vector unitario cualquiera en E r Tenemos 

/(> «,. Xa,) — /(0,0) a A 

X + X’a$* 

y por lo tanto DJ{ 0, 0) = si o, ^ 0. Si a x = 0, encontramos DJ( 0, 0) = 0. 

IvUego, DJ{0, 0) es finita para todas las direcdones u. Por otra parte, la fun¬ 
dón / torna el valor \ en cada punto de la parabola x = y* (excepto en el origen, 
asi que / evidentemente no es continua en (0, 0) ya que /(0, 0) = 0. 

Vemos asi que incluso la existenda de todas las derivadas direccionales 
en un punto no implica la continuidad en dicho punto. Por esta razón las 
derivadas direccionales, al igual que las pardales, son una extensión en cierto 
modo poco satisfactoria del concepto de derivada uni-dimensional. Intro- 
dudmos ahora una generalizadón mas conveniente que implica la continui¬ 
dad y, al propio tiempo, nos perraite extender los principales teoremas de 
la teoria de la derivada uni-dimensional a las funciones de varias variables. 
Hl concepto que mejor parece servir a tal propósito es la noción de diferencial. 
Trataremos detalladamente el caso uni-dimensional antes de definir las dife- 
rendales en n dimensiones. 

6-3 Diferenciales de funciones de una variable real. 

6—2 Definición. Sea f una función de variable real definida en un inler - 
valo abierto S de E v Construyamos una nueva función g de dos variables 
reales como sigue: Para todo punto x de S en el que f'[x) exista (finita), 
y para todo numero real t, sea 

g(x; 0 - /»/. 

La función g asi definida se Uama la diferencial de /. 
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Nota. Escribimos g(x] <) en lugar de 
g(x, t) para hacer notar los distintos 
papeles que descmpenan x y /. El pri¬ 
mer punto x, debe ser un punto en el 
que /'(%) exista, mientras que el segun- 
do punto, /, es un punto arbitrario de 
Algunas veces decimos que g(x: <) 
es la diferencial de f en x relativa al 
incremento t. 

La diferencial puede ser interpretada 
geométricamente como se indica en la 
figura 6-1. Observemos *n la figura que cuando t es « pequeno *, la diferencia 
f(x -f t) — /(*) y la diferencial f'(x)t son casi iguales. Este hecho, que tiene 
fundamental importancia se describe con precisión en el próximo teorema. 

6—3 Teorema. Supongatnos que f tenga derivada finita en x, y considere- 
tnos g(x; /) = f(x)t. Exisle entonces, para todo e > 0, un entorno N(x) 
tal que para cmlquicr y en N'(x) se verijica la desigualdad 

I f(y) - /(*) - g(*i y-*)[< «I y - *1- 

Demostración. Dado e > 0, existe un entorno N(x) tal que si y c N'(x) se 
verifica 

|/(y)-/W_ m | < , 

| y — x ' 1 

Multiplicando por Jy — x\ se obtiene el resultado deseado. 



Fit?. 6-1. Interprctación geométrica de la di- 
fcrencial en £,. 


La siguiente propiedad de las diferenciales es una consecuencia inmediata 
de la definición. 

6—4 Teorema. Si existe f’[x) y si g(x; /) = para todos los nümeros 
reales t, t', a y a tenenws 

g(x: at -f «'O = ag{x; 0 + a‘g[x\ V). 

Demostración. g(x; at + at ') = f'{x)[at -f at') = a[f'(x)t] + a T J'{x)t'\. 

Nota. Expresamos la propiedad ahora demostrada diciendo que g es 
lineal respecto de la segunda variable. 
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Esto demuestra el teoreraa, si tomamos a*(x) = g[x; u*), k = 1, 2, ..., n. 


El Teorema 6-6 sera utilizado ahora para probar que si la diferencial existe 
en todo punto, es unica. En realidad, demostraremos que los n nümeros 
flj(x), .... a*(x) del Teorema 6-6 son sencillamente las n derivadas pardales 

DJ(x) . .zy(x). 

6—7 Teorema. [Teorema de Unicidad). Supongamos que f posee una diferencial 
g(x: t ) en x y cscribamos 

g(r. t) = V a k (»)/*, 

h-i 

de acuerdo con el Teorema 6-6. Entonces cada una de las derivadas par- 
ciaks D h f(x) existe y se verifica 

= Öt/W. A— 1,2,...,*. 

Demostración. Segun la hipótesis, para todo e > 0 existe un entorno N(x) 
tal que y c N'(x) implica |/(y) — /(x) — g(x; y — x)| < e |y — X|. vSegun el 
Teorema 6-6, tenemos también 

n 

£(*; y - *) =* £ «rMGv - *•)■ 

r—1 

Escribiendo y = x + Xu*. donde |X| es menor que el radio de *V(x) y u* es 
el vector unidad coordenada A-ésima de u, tenemos 


0 < |y - x| = |X|, = X, y f - x, = 0, si r * k. 


Por lo cual, la desigualdad fundamental se convierte en 

!/(* + xu*) - /(*) - w*)| < «W- 


Dividiendo por |X|, encontramos 


/( x + Xu fc ) - /(») 
X 


- <«*{*) 


< t. 


y esto implica que D k f[x) existe y que tiene por valor a*(x). 

Hemos demostrado por consiguiente que » una función ƒ posee una dife- 
reudal g(x; t) en x, esta diferencial es unica y debe tener necesariamente la 
forma 

ft 

g(x: t) = £ si t - (/,./„). 





